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  مقدمه -3-1

 حد بالا است C2 حد پائین و C1 است که در آن [C1,C2] برآورد فاصله اي به شکل ،نوع دیگر برآورد

 یک برآورد کنندة فاصله [C1,C2] معرفی شود، بنابراین اگر پارامتري که باید برآورد کرده شود با 

 -1 ،21مال مفروض،  احتبا است به طوري که اي  CC باشد  .C2,C1 حدود اطمینان 

پارامتر مفروض و فاصله بین آنها یک فاصله اطمینان  1100%به کسر .  نامیده می شود

 1اغلب ضریب اطمینان گفته می شود  .  

  گین یک توزیع نرمال هرگاه انحراف معیار معلوم باشدفاصله اطمینان براي میان - 3-2

 داراي توزیع نرمال     x فرض کنید متغیر تصادفی      ,Nیک نمونه تصادفی .  استn  از ایـن   تـایی

  میانگین نمونه باشد در نتیجه     x اگر. شودگرفته می جامعه  
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 صـورت   ابـین  در. است

فاصله اطمینان  1100% براي  شود تعیین میذیل به صورت:  
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بنابراین فاصله اطمینان  1100%عبارتست از :  
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     

  :طول فاصله اطمینان برابر است باو 
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   

فاصله اطمینان یک طرفه در نهایت  1100% عبارت است از:  
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.  شده است2208هاي انبار شده  تایی از موشک100 میانگین نمونۀ یک نمونه تصادفی .1مثال

  .  پیدا کنید99/0براي میانگین واقعی یک فاصله اطمینان .  است40اف معیار معلوم و مساوي انحر
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 درصد 95یک فاصله اطمینان .  دارد توزیع نرمال با میانگین مجهولx متغیر تصادفی .2مثال

بدین ترتیب، مقدار بدست آمده براي میانگین نمونه .  ارائه شده استبراي ] 72/3و 12/7[بصورت 

  چقدر است؟
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در مورد  توان باشد، می30n فوق را در صورتی که  فاصله اطمینان،به قضیه حد مرکزي بنا: تذکر

 ، مقدار انحراف  نامعلوم است به جاي و در زمانی که  هاي غیر نرمال نیز به کار بردجامعه

  . را قرار می دهیمsمعیار نمونه اي 
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  فاصله اطمینان براي میانگین یک توزیع نرمال هرگاه انحراف معیار مجهول باشد -3-3

 ) مجهول( و انحراف معیار انگین  یک متغیر تصادفی داراي توزیع نرمال با میxفرض کنید 

 انحراف معیار نمونه S میانگین نمونه و x تایی گرفته و فرض کنید nیک نمونه تصادفی . باشد

فاصله اطمینان در این صورت . باشد 1100% براي  بدست می آیدذیل بصورت  .  
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بنابراین فاصله اطمینان  1100%عبارتست از :  
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  :طول فاصله اطمینان برابر است با
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  :فاصله اطمینان یکطرفه براي و در نهایت 
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 براي مدت چندین سال یک امتحان قوه ریاضی براي همه دانشجویان تازه وارد دانشگاهی .3مثال

ب شده اند متوسط  دانشجو که تصادف در این مدت زمان انتخا64اگر براي . ترتیب داده شده است

 دقیقه باشد 3/9 دقیقه و واریانس زمانها 5/28زمانی که صرف جواب دادن به این امتحان کرده اند 

براي متوسط واقعی زمانی که یک دانشجویی سال اول صرف این امتحان % 99یک فاصله اطمینان 
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ي اسکلت فسیل شده نوعی از پرندگان که نسل آنها نابود شده است داراي  طول جمجمه ها.4مثال

با فرض اینکه چنین اندازه هایی بطور نرمال توزیع .  استcm29/0 و انحراف معیار cm68/5میانگین 

  . براي طول میانگین این نوع پرندگان پیدا کنید% 95یک فاصله اطمینان . شده اند
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   آن مجهول استاصله اطمینان براي انحراف معیار یک توزیع نرمال که ف - 3-4

  و انحراف معیار مجهول  داري توزیع نرمال با میانگین مجهولxفرض کنید متغیر تصادفی 

 فاصله اطمینان . تایی را در نظر بگیریدnیک نمونه تصادفی . است 1100% 2 براي بصورت 

  . بدست می آیدذیل 
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ان ینلذا فاصله اطم 1100% 2 براياست با برابر :  
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  :براست با براو براي 
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فاصله اطمینان یکطرفه و در نهایت  1100% عبارت است از :  

     
   

   

   

2
1,

2
1,1

2
1,

2
2

2
1,1

2
2

2
1,

2
2

2
1,1

2
2

2
1,2

2

2

2
2

1,1

2
1,

2
1

2
1

2
1,1

1                                  1

1                                  1

11        11

11         11

1         1


































 












 






















 





nn

nn

nn

nn

nnnn

x
n

x
n

sn
x

sn

snpsnp

xsnpsnp

p


































    

  



  زادهاحمد کوچک  ايبرآورد فاصله
 

 6 

داراي  تایی، 20یک نمونه . ست داراي توزیع نرمال ا،قطر کامل شدة کابل مسلح برق .5مثال

  . پیدا کنیدبراي % 95یک فاصله اطمینان  . می دهد0,01 و انحراف معیار 0,79میانگین 
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  معلوم باشنددر هر دو جامعه  هاي دو توزیع نرمال هرگاه انحراف معیار فاصله اطمینان براي تفاوت بین میانگین -3-5

 y و x و انحراف معیار معلوم µx یک متغیر تصادفی داراي توزیع نرمال با میانگین xفرض کنید 

 . باشدy و انحراف معیار معلوم y داراي توزیع نرمال با میانگین xیک متغیر تصادفی مستقل از 

 معرف میانگین یک نمونه y و x تایی از nx معرف میانگین یک نمونه تصادفی xفرض کنید 

فاصله اطمینان .  باشدy تایی از nyتصادفی  1100% براي yx عبارتست از :  
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صله اطمینان لذا فا 1100%به صورت زیر است :  
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ده قطعه زمین   .  به منظور آزمایش تفاوت تاثیر دو روش کشت گندم، تجربه اي اجرا می شود              .6مثال

 جریـب میانگین استحصال گروه اول در هر . شخم کم عمق و پانزده قطعه شخم عمیق زده می شوند   

 تـن  6/0شخم کم عمق معادل    فرض کنید انحراف معیار     .  است 7/44 و میانگین گروه دوم      تن 8/40

  .براي تفاوت استحصال ارائه کنید% 90یک فاصله اطمینان .  باشد8/0و انحراف معیار شخم عمیق 
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ار از کارافتـادگی هـاي دسـتگاه     بVاز دو نوع دستگاه فتوکپی نشان می دهد که زمان تعمیر         .7مثال

 دقیقه بوده است و زمـان تعمیـر       4/19 دقیقه و انحراف معیار دستگاه اول        7/80اول به طور متوسط     

 8/18 دقیقه و انحـراف معیـار دسـتگاه دوم           1/88 بار از کارافتادگی دستگاه دوم به طور متوسط          60

انهاي متوسـط تعمیـر از کارافتـادگی    براي تفاضل بین زم% 90یک فاصله اطمینان   . دقیقه بوده است  

  .هاي دو دستگاه فتوکپی پیدا کنید

   
2

2
2

1

2
1

2
2121

2

2
2

1

2
1

2
21 n

S
n
SZxx

n
S

n
SZxx    

می توان به کمک قضیه حد مرکزي، این نتیجه را براي نمونه هـاي تـصادفی از جامعـه هـاي                     : تذکر

2غیرنرمال با واریانس هاي معلوم 
1 2 و

2 30به کاربرد مشروط بر اینکه  نیزn,n 21 باشند .  

براي ساختن یک فاصله اطمینان      : نکته 1100%   21 براي     1 موقعی که   2 و   نـامعلوم 

30n,nباشند ولی    21    1  باشند به جاي   2 و       1 مقادیر انحـراف معیارهـاي نمونـه ايS 2 وS را 

  .قرار می دهیم و مانند قبل عمل می کنیم
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   مجهولهاي دو توزیع نرمال هرگاه هر دو انحراف معیار فاصله اطمینان براي تفاوت بین میانگین - 6- 3
30nمساوي و   ولی   y  فرض کنید   :  باشندx   یک متغیر تصادفی داراي توزیع نرمال با میـانگین y 

 مـشاهده  xn میانگین یک نمونه تصادفی متشکل از xفرض کنید .  باشدو انحراف معیار مجهول  

ــشکل    y و xاز  ــصادفی مت ــه ت ــک نمون ــانگین ی ــشاهده از yn می ــدy م ــان  .  باش ــله اطمین فاص

 1100% براي yx  به صورت:  

   
    2nn

yxyx

2
yy

2
xx

yx
yx

t

n
1

n
1

2nn
S1nS1n

yx







  

xn و yn30.  نیز کوچک هستندn,n yx   

   
   

   

   



























































 









1
2nn

S1nS1n
n
1

n
1tyx

2nn
S1nS1n

n
1

n
1tyxP

1t

n
1

n
1

2nn
S1nS1n

yx
tP

1tttP

yx

2
yy

2
xx

yx
2nn;2

yx

yx

2
yy

2
xx

yx
2nn;2

2nn;2

yxyx

2
yy

2
xx

yx
2nn;2

2nn;2
2nn2nn;2

yx

yx

yxyx

yxyxyx

  

لذا فاصله اطمینان  1100%عبارتست از :  

   
2nn

S1nS1n
n
1

n
1tyx

yx

2
yy

2
xx

yx
2nn;2 yx 




  

فاصله اطمینان یک طرفه  1100%:  

یک فاصله اطمینان یک طرفه  1100% بالا به صورت   

   
2nn

S1nS1n
n
1

n
1tyx

yx

2
yy

2
xx

yx
2nn; yx 


   
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و یک فاصله اطمینان  1100% پائین به صورت   

   
2nn

S1nS1n
n
1

n
1tyx

yx

2
yy

2
xx

yx
2nn; yx 


   

  .ارائه می شود

 بار از کارافتـادگی هـاي    60مطالعه از دو نوع دستگاه فتوکپی نشان می دهد که زمان تعمیر              .8مثال

 60دقیقه بوده است و زمـان تعمیـر         4/19 دقیقه با انحراف معیار      7/80دستگاه اول به طور متوسط      

.  دقیقه بـوده اسـت  8/18 دقیقه با انحراف معیار     1/88بار از کارافتادگی دستگاه دوم به طور متوسط         

از کارافتـادگی هـاي دو دسـتگاه    براي تفاضل بین زمانهاي متوسط تعمیـر      % 90یک فاصله اطمینان    

  .فتوکپی پیدا کنید

   

           
60

8.18
60

4.19Z1.887.80
60

8.18
60

4.19Z1.887.80

n
S

n
SZxx

n
S

n
SZxx

8.18S4.19S

1.88x7.80x

60n60n

22

05.021

22

05.0

2

2
2

1

2
1

2
2121

2

2
2

1

2
1

2
21

21

21

21













 دوازده درخت نوع خاصی از مرکبات که به تصادف انتخاب شـده انـد داراي میـانگین ارتفـاع         .9مثال

 و پانزده درخت نوع دیگري که به تصادف انتخاب شده اند داراي میانگین      2/1 با انحراف معیار     8/13

با فرض اینکه نمونه هاي تصادفی از جامعـه هـاي نرمـال بـا           .  است 5/1 و انحراف معیار     9/12رتفاع  ا

هاي ارتفـاع دو نـوع درخـت        براي تفاضل % 95واریانسهاي برابر انتخاب شده اند یک فاصله اطمینان         

  .مرکب پیدا کنید

   

      

998.1198.0

35.13873.0056.29.0
26

5.1142.111
15
1

12
1t9.128.13

2nn
S1nS1n

n
1

n
1tyx

21

22

26;025.0

yx

2
yy

2
xx

yx
2nn;2 yx















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21فاصله اطمینان براي  - 7- 3  2 نمونه هاي کوچک در حالتی که
2

2
1 هستند و مجهول   

21حال فرض کنید که مساله پیدا کردن یک فاصله اطمینان جهت                  براي نمونه هاي کـوچکی 

هاي آنها مساوي نبوده به علاوه این امکان هم وجود ندارد که نمونه هـا را بـا        باشد که پراش جمعیت   

  .اندازه هاي مساوي اختیار نمائیم

  :آماره اي که در چنین حالت بکار گرفته می شود غالباً بصورت زیر است

   

2

2
2

1

2
1

2121

n
S

n
S

xxT



  

  : از رابطه زیر محاسبه می شودv  درجه آزادي خواهد بود که v با tکه تقریباً داراي توزیع 







































































1n
n

S

1n
n

S

n
S

n
S

v

2

2

2

2
2

1

2

1

2
1

2

2

2
2

1

2
1

  

     شـود لـذا آنـرا بـه نزدیکتـرین عـدد صـحیح گـرد         ندرت عدد صحیح مـی  فوق به    vاز آنجا که مقدار     

  .کنیممی

  : می توان نوشتTبا استفاده از آماره 






   1tTtP

22
  

لذا فاصله اطمینان  1100% 21 براي بصورت زیر است :  

   
2

2
2

1

2
1

2
2121

2

2
2

1

2
1

2
21 n

S
n
Stxx

n
S

n
Stxx    

2 و   2x و   1xکه در آن    
1S   2 و

2S      به ترتیب میانگین و پراش نمونه هاي کوچک بـه انـدازه هـاي n1 و 

n2هستند که از جمعیتهاي تقریباً نرمال اختیار می شوند .  
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  )محاسبه خطاي ماکزیمم برآورد (xیله  بوسµمحاسبه خطا در برآورد 

  : اگر در فرمول 
22

Z
n

xZ
n

x 





  

  :  را کم کنیم داریم  xاز طرفین نامساوي، 
22

Z
n

xZ
n 





  

  و یا 
2

Z
n

x 


  

 استفاده شود بـا  µ  به عنوان برآورد xفرمول فوق نشان می دهد که اگر از      1100%  اطمینـان 

 و مقدار برآوردگر از مقدار       µمی توان گفت که اختلاف مقدار واقعی        
2

Z
n 
   و قـضیه  .  کمتر اسـت

  .زیر را می توان بیان نمود

 استفاده شـود بـا       µ به عنوان برآورد     xاگر از   : قضیه 1100%         اطمینـان مـی تـوان گفـت کـه 

  :حداکثر خطا برابر است با

2
Z

n
e 


  

 نـسبت مـستقیم   e فاصـله اطمینـان بـا     به عبارت دیگر طول   . L=2e داریم   eبا توجه به مقدار     : تذکر

  .دارد
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  محاسبه اندازه نمونه -3-8

 استفاده شود با     µ به عنوان برآورد     x اگر از    1100%     اطمینان می توان گفـت خطـا کمتـر از 

  : است اگر حجم نمونه را از فرمول زیر بدست آوریمeمقدار 
2

2
Z

e
n 






    

ي بـا   معلوم نباشـد ابتـدا نمونـه ا   σاگر .  معلوم باشدσاز فرمول فوق می توان استفاده کرد که    : تذکر

30nحجم        انتخاب و مقدار S            را محاسبه می کنیم و در فرمول فوق به جاي σ  از S  استفاده مـی 

  .کنیم

  : باشدn<30 مجهول باشد و σمحاسبه خطاي ماکزیمم برآورد در صورتیکه 

2

2

2

2

22

22

)t
e
S(n

t
n

Se

n
Stx

n
Stx

n
St

n
Stx

n
Stx





















  

 بـراي بـرآورد متوسـط      n=150تصادفی به اندازه     یک مهندس علاقمند به استفاده از نمونه         .10مثال

اگر بر اساس تجربه، مهندس . شایستگی مکانیکی کارگران خط مونتاژ در یک صنعت بزرگ می باشد       

دربـاره انـدازه مـاکزیمم خطـایش چـه        % 99 را فرض کند، او با احتمـال         σ=6.2بتواند براي داده ها     

  .ادعایی بکند

3.1575.2
150

2.6Z
n

e

01.0

2









  

 یک کارگر محقق می خواهد متوسط زمانی که یک مکانیک صـرف بازدیـد چرخهـاي یـک              .11مثال

ادعا کند که متوسـط نمونـه اش بـه      % 95ماشین می کند تعیین کند، همین طور بتواند با اطمینان           
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 اندازه نمونه را چقدر باید.  فرض کنیدσ=1.6اگر از تجربه گذشته اش .  دقیقه انحراف دارد5/0اندازه 

  انتخاب کند؟

406.39
5.0

96.16.1
e

Z
n

2
2

2 





 













 


  

 به دست آمـده     14/0 با انحراف معیار     C26/232° بار تعیین نقطه ذوب قلع، میانگین        6 در   .12مثال

اگر این میانگین را به عنوان نقطه ذوب واقعی قلع بـه کـار بـرود دربـاره خطـاي مـاکزیمم بـا                   . است

  چه ادعایی می توان کرد؟% 98اطمینان 

19.0t
6
14.0t

n
Se 01.0

2
   

  . درجه منحرف است19/0ادعا کرد که طرح براي نقطه ذوب قلع حداکثر % 98می توان با اطمینان 
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D21فاصله اطمینان براي  - 9- 3   

ایـن  . در این حالت نمونه ها مستقل از یکدیگر نبوده و پراش هاي دو جمعیت لزوماً مساوي نیـستند          

اهد بود که ملاحظات در دو نمونه بـصورت زوجـی صـورت پـذیرد بطوریکـه دو      در صورتی درست خو 

  .باشندملاحظه نیز به یکدیگر مربوط 

 فرد انجـام دهیـد،   nبه عنوان مثال، اگر آزمایشی را بر روي روش جدیدي در مورد رژیم گرفتن روي      

 دو نمونه کـه بـر   ملاحظات در. وزن هاي قبل و بعد تکمیل تست، نمونه هاي ما را تشکیل می دهند        

بـراي  . روي یک فرد انجام می پذیرد به یکدیگر مرتبط بوده و از این رو یک جفت را ایجاد مـی کنـد    

 از ملاحظـات دوتـایی را بدسـت    diتعیین اینکه رژیم گرفتن موثر است یا خیر ما باید اختلاف هـاي      

12nاین اختلاف ها مقادیري از متغیرهاي تصادفی نمونه         . آوریم d,d,....,d      از جمعیتی هستند که ما 

2 و پراش مجهول Dفرض می کنیم داراي توزیع نرمال با حد متوسط       
D2مـا  .  باشند

D  2 را بـا
dS 

2در نتیجـه   . زنیمیعنی پراش اختلافهایی که نمونه ها را می سازند تخمین می            
dS   مقـداري از آمـاره 

2
dS   تخمین نقطه اي . که از نمونه اي به نمونه دیگر نوسان می کند         استD21    بـه توسـط 

dداده می شود .  

فاصله اطمینان  1100% براي Dبصورت زیر نوشته می شود :  






  

22
tTtP  

  : که در آن آماره  
n/S

DT
d

D  

  . درجه آزادي استn-1 با tداراي توزیع 

لذا فاصله اطمینان  1100% براي Dبصورت زیر است :  

n
Std

n
Std

2
D

2
   

  . جفت اندازه گیري استn میانگین و انحراف معیار اختلاف Sd و dه در آن ک
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هـر عـضوي از ایـن جفـت     .  جفت تقسیم می کنـیم 10 دانشجوي سال اول را به       20 تعداد   .13مثال

 ایـن گـروه   از هر زوجی یکی بطور تصادفی انتخاب شـده و بـه   . تقریباً داراي یک بهره هوشی هستند     

به اعضاء باقیمانده این جفتها عین همـان درس      . یک درس ریاضی به فرم ارائه کنفرانس آموخته شد        

در پایان ترم به هر دو گروه یک امتحـان داده       . بصورت تدریس معمولی توسط یک استادیار داده شد       

  .س بدست آوریدرا براي اختلاف واقعی دو روش تدری% 98فاصله اطمینان . و نتایج زیر حاصل گشت

Di جفت  تدریس بصورت کنفرانس  روش معمولی  
5-  
8  
2-  
12-  
5  
2-  
8-  
1  
6-  
5  

81  
52  
87  
70  
86  
77  
90  
63  
85  
83  

76  
60  
85  
58  
91  
75  
82  
64  
79  
88  

1  
2  
3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  
10  

  

6.1d به توسط Dتخمین نقطه اي  2پراش .  داده می شود
dSاختلاف نمونه بصورت زیر است :  

 
 

09.429.7

821.2t

38.6S

7.40
1nn

ddn
S

D

9,1%

d

2
i

2
i2

d











  
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  فاصله اطمینان براي نسبت انحراف معیارهاي دو توزیع نرمال - 10- 3

یـک   y و x و انحراف معیار x یک متغیر تصادفی داراي توزیع نرمال با میانگین       xفرض کنید که    

2فرض کنیـد    .  باشد y داراي توزیع نرمال با میانگین       xمتغیر تصادفی مستقل از     
xS    واریـانس یـک 

2 و   x مشاهده از    nxمتشکل از   نمونه تصادفی   
yS    واریانس یک نمونه تصادفی متشکل از ny مشاهده از 

y باشد، فاصله اطمینان  1100% 2 براي
y

2
x


  به صورت:  


























































































1
FS

S
FS

SP

1F.FP

1FFFP

F.

1n,1n;
2

1

2
y

2
x

2
y

2
x

1n,1n;
2

2
y

2
x

1n,1n;
2

2
x

2
y

2
y

2
x

1n,1n;
2

1

1n,1n;
2

1n,1n1n,1n;
2

1

1n,1n2
x

2
y

2
y

2
x

yxyx

yxyx

yx
yx

yx

yx

  

پس فاصله اطمینان  1100%عبارتست از :  


























 1n,1n;

2
1

2
y

2
x

1n,1n;
2

2
y

2
x

yxyx

F
1.,

F
1.  

فاصله اطمینان یکطرفه  1100%:  

یک فاصله اطمینان یک طرفه  1100% بالا به صورت :      
















 1n,1n;1
2
y

2
x

yx
F

1.  

و یک فاصله اطمینان یک طرفه  1100%پائین به صورت :  
















 1n,1n;
2
y

2
x

yx
F

1.  

  

  .ارائه می شود



  زادهاحمد کوچک  ايبرآورد فاصله
 

 18 

فواصل فوق براي : تذکر
y

x


به ترتیب بصورت زیر است :  

1n,1n;y

x

1n,1n;
y

x

1n,1n;
2

1y

x

1n,1n;
2

y

x

yx

yx

yxyx

F
1

F

F
1,

F
1







































  

دف انتخاب شده اند داراي میـانگین ارتفـاع     دوازده درخت نوع خاصی از مرکبات که به تصا         .14مثال

 درخت نوع دیگري که به تصادف انتخاب شـده انـد داراي میـانگین    15 و 2/1 با انحراف معیار  9/13

براي نسبت واریانس هاي دو جامعه % 98یک فاصله اطمینان    .  است 5/1 و انحراف معیار     9/12ارتفاع
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