
  فهرست

 1...................................................................................................................... تعاریف-1
 Population(.....................................................................................1( جامعهفی تعر- 1-1
 Parameter(......................................................................................1( پارامترفی تعر- 1-2
 Sample(...........................................................................................1( نمونهفی تعر- 1-3
 Sample Size(.....................................................................................2( اندازه نمونه- 1-4
 Random Sample (...................................................................2(ی نمونه تصادففی تعر- 1-5
 2.......................................................................................................... نمونهعی توز-1-6
 2......................................................................................................... آمارهفی تعر- 1-7
 3....................................................................................................... نمونهنیانگی م- 1-8
 3........................................................................................................ گشتاور نمونه- 1-9
 3.......................................................................................نیانگی ام حول مr گشتاور -1-10
 4..................................................................................................... نمونهانسی وار-1-11
 4.................................................................................................نمونهاری انحراف مع-1-12
 5..................................................................................................ي قضیه حد مرکز-1-13
 Gamma..................................................................................................5توزیع  -1-14

 Chi Square(.........................................................................................6 (کاي   مربععیتوز -2
 t_student.......................................................................................................10 عیتوز -3
 13.................................................................................... نمونهنیانگی دو منی تفاوت بعی توز-4
 F....................................................................................................................16عی توز-5
 19.....................................................................................ی متناهي جامعه هانیانگی معی توز- 6
 22.........................................................................................................هاي ترتیبی  آماره-7

  

  
  

  

  

  

  

 



  زاده احمد کوچک  اي توزیع نمونه
 

 1

  تعاریف -1

  )Population(تعریف جامعه -1- 1

مـثلاً  . جامعه مجموعه عناصر مورد مطالعه است که ممکن است تعداد آن محدود یا نامحـدود باشـد               

  .طول زمان معینجامعه متولدین در یک سال و یا قیمت یک کالا در 

  )Parameter(تعریف پارامتر -2- 1

مـثلاً  . مقدار ثابتی مربوط به جامعه آماري است که معمولاً مورد علاقه بررسی کننده واقع مـی شـود          

  .در مورد لامپ ها، متوسط طول عمر لامپ ها

  .موقعی روش هاي آماري مفید است که پارامتر مجهول داشته باشیم: نکته

2  1  0  X  

2  1  2  P  

  

2  1  0  X  

41  21  41  P  

  

  )Sample(تعریف نمونه -3- 1

ه و مطالع ـبناچار ،  هزینهدر حالاتی که به جامعه دسترسی نداریم و یا به علت محدودیت در زمان و          

اي باشد کـه معـرف    به گونهباید نمونه . شود نجام میبه عنوان نمونه ا  از جامعهبخشیبررسی بر روي    

  .قابل تعمیم به جامعه برگرفته از آن باشدجامعه اصلی بوده و نتایج حاصل از آن بتواند 

   نمونه تصادفی از جامعه متناهی بدون جاگذاري-الف

. هاي ممکـن برابـر باشـد      اب شود که احتمال انتخاب تمام نمونه      در این حالت نمونه باید طوري انتخ      

 مدل آمار

مــــــــدل 
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تایی با احتمال  n عضو است انتخاب هرنمونه Nمثلا اگر جامعه داراي 








n
N
  .دهد  رخ می1

معمولا اگر در جریان انتخاب هیچ عاملی یا محدودیت و شرطی دخالت نکند نمونـه تـصادفی                 : تذکر

  .خواهد بود

  )متناهی با جاگذاري(نه تصادفی از جامعه نامتناهی نمو-ب

شود مربوط به یک متغیر تصادفی است و ایـن متغیـر    مقدار هر متغیر که در نمونه تصادفی ظاهر می     

  .داراي یک توزیع است

  )Sample Size( نمونهاندازه -4- 1

  .تعداد افراد نمونه را حجم نمونه یا اندازه نمونه می نامند

  )Random Sample(تعریف نمونه تصادفی - 5- 1

nx,.....,x,xمتغیرهاي تصادفی    :  می دهند اگرn تشکیل یک نمونه تصادفی به اندازه 21

  .هم توزیع باشند -1

  .از یکدیگر مستقل باشند -2

  توزیع نمونه -6- 1

nx,.....,x,xاگــر   باشــد بنــا بــه تعریــف، تــابع توزیــع تــوام nاي بــه حجــم   نــشان دهنــده نمونــه21

nx,.....,x,x nx,.....,x,xلذا اگر   .  را تابع توزیع نمونه می نامند      21  از n یک نمونه تصادفی به حجـم    21

جامعه  xf x باشد در این صورت توزیع نمونه تصادفی nx,.....,x,x   : عبارتست از21

            
nn

i
xixnxxxn xfxfxf....xf.xfx,.......,x,xf

in 



1

2121 21
  

  تعریف آماره -7- 1

به پارامترهاي نامعلوم (ت از نمونه تصادفی قابل مشاهده که شامل پارامتر مجهولی نیست تابعی اس
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توزیع در این ارتباط  .اند  همه آمارهS و n ،X ،2Sمثلاً در یک نمونه گیري به اندازه ) بستگی ندارد

  .ها متکی است استنباطهاي آماري معمولا بر آماره و گویند اي می ها را توزیع نمونه آماره

  میانگین نمونه -8- 1

nx,.....,x,xاگر    : باشدn یک نمونه تصادفی از جامعه اي به حجم 21





n

1i
iX

n
1X  

  گشتاور نمونه -9- 1

nx,.....,x,xفرض می کنیم      یک نمونه تصادفی از جامعه با تابع چگالی احتمال        21 xf x در .  باشـند

  : مین گشتاور نمونه حول مبدا برابر است باrاین صورت 





n

1i

r
ir X

n
1M  

  .، میانگین نمونه بدست می آیدr=1که در حالت خاص 

   ام حول میانگینrگشتاور  -10- 1

  :برابر است با  ام حول میانگینrگشتاور  
rn

1i
ir XX

n
1M 



  

nx,.....,x,xفرض کنید    :1 قضیه  یـک نمونـه تـصادفی از جامعـه بـا تـابع چگـالی           21 xf x  باشـد و 





n

1i
iX

n
1Xمیانگین نمونه باشد در این صورت :                        

n
XVar,µXE

2
  

  .گین و واریانس جامعه هستند به ترتیب میان2 و µ  در آنکه

  :اثبات

   

   
n

n.
n

xVar
n

xVar
n

x
n

VarXVar

n.
n

XE
n

xE
n

x
n

EXE

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

22
2

1
2

1
2
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111

1111
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
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
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
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  واریانس نمونه -11- 1

nx,.....,x,xفرض کنید   یک نمونه تصادفی از جامعه 21 xf xباشد در این صورت :  

  11
1

1

22 


 


n;XX
n

S
n

i
i  

  .واریانس نمونه نامیده می شود

  نمونهانحراف معیار -12- 1

nx,.....,x,x مشاهده nانحراف معیار    : را به عنوان ریشه دوم واریانسهایشان تعریف می کنیم21

 

1
1

2









n

XX

S

n

i
i

  

 2 و واریـانس  µ از یک جامعه نرمـال بـا میـانگین    nاگر تمام نمونه هاي تصادفی به حجم         :2قضیه

 و واریانس µ داراي توزیع نرمال با میانگین Xباشددر اینصورت 
n

2است .  

)n/(ttn)n/t(/)n/t(n
xixx e)e())n/t(M(]t)n/x[(MM

2
22 2

1
21     

 بـا  2 و واریـانس  µ از یـک جامعـه بـا میـانگین         nاگر تمام نمونه هاي تصادفی بـه حجـم           :3قضیه

 و واریـانس  µ تقریباً داراي توزیـع نرمـال بـا میـانگین        Xه  جایگذاري انتخاب شود، توزیع نمون    
n

2 

  .است

  :نکته

30nاگر   باشد، بدون توجه به نوع توزیع جامعه، توزیع Xنرمال است .  

30nاگر   باشد، توزیع Xتقریباً نرمال است اگر توزیع جامعه تقریباً نرمال باشد .  
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   حد مرکزيقضیه - 13- 1

nx,.....,x,xاگر     باشد2 و واریانس µبا میانگین  نامتناهی  اي تصادفی از یک جامعه     نمونه 21

  در این صورت توزیع حدي متغیر 

  

  

  . توزیع نرمال استاندارد است،nوقتی 

 Gammaتوزیع  -14- 1

  :اگر متغیر تصادفی گاما داراي تابع چگالی ذیل است

  0
1








x;
)s(

)x(exf
sx

x  

2









s)x(Var;s]x[E;)

t
()t( s  

n/
XZ




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 )Chi Square ( کاي  مربعتوزیع -2

 حالت خاصی از توزیع گاماست که در آن       کاي  مربعتوزیع  
22

1 
 s;تـابع  بـر ایـن اسـاس     سـت و ا

  .بشرح ذیل است کاي مربع متغیر تصادفی احتمال چگالی 

  0x;ex

2
2

1xf 2
x

2
2

2/
x 







 









 



  

   و   معرف تابع گاما و  معرف درجه آزادي استکه 

         222 212


 )t()t()t(M , Var,E x  

 داراي 21Z داراي توزیع نرمال استاندارد باشد، آنگـاه متغیـر تـصادفی     1Zاگر متغیر تصادفی     :4قضیه

  .این قضیه در واقع بیانگر اهمیت توزیع مربع کاي است.  درجه آزادي خواهد بود1 با کاي مربعتوزیع 

2 اگر   :5قضیه
1

2
2

2
k ,,.....,       بـا درجـات     کـاي   مربـع راي توزیع    متغیرهاي تصادفی مستقل هر یک دا 

12آزادي به ترتیب    ,,.....,k    2 باشند، آنگـاه متغیـر تـصادفی
k

2
2

2
1

2 .......    نیـز یـک 

 با کاي مربعتوزیع 



k

1i
iدرجه آزادي دارد .  

  : اثبات








   2

1

22 212121 /
n

i

/
x

/
x iii

i
)t()t()t(M;)t()t(M  

12مستقل  اگر متغیرهاي تصادفی     :6قضیه Z,Z,.....,Z  توزیع نرمال استاندارد باشـند، آنگـاه      داراي 

22متغیر تصادفی 
2

2
1

2 Z......ZZ  با  کاي مربع یک توزیع  بود درجه آزادي خواهد.   

ــذکر ــر : ت 12اگ x,x,.....,x   ــانگی ــا می ــب ب ــه ترتی ــال ب ــستقل نرم ــصادفی م ــاي ت ــاي  ن متغیره ه

12 ,,.....,  21222 و واریانسهاي    .کاي ندارد ها یک توزیع مربعX باشند، جمع مربعات .........,,,

12اگــر متغیرهــاي تــصادفی  :7قــضیه x,x,.....,x هــاي   داراي توزیــع نرمــال مــستقل بــا میــانگین

12 ,,.....,      21222 و واریانس هاي   باشند در این صورت متغیر تـصادفی         .........,,,
i

iix
Z




 
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براي  ,....,2,1iداراي توزیع نرمال استاندارد می باشد و متغیر تصادفی :  
2

1i i

ii2 x














  

  . درجه آزادي است با کاي مربعداراي توزیع 

12nاگر   :8قضیه Z,Z,.....,Z        نمونه هاي تصادفی حاصل از توزیع نرمال استاندارد  1,0N  باشـند در 

  :این صورت

1-Z داراي توزیع نرمال 







n
1,0Nاست .  

2-Z و  



n

1i

2
i ZZهم مستقلند از .  

3- 



n

1i

2
i ZZ داراي توزیعChi Square با n-1درجه آزادي است  .  

12nاگر : نتیجه x,x,.....,x نمونه تصادفی حاصل از جامعه  2,Nمتغیر  باشد در این صورت 

تصادفی














n

i

i XX

1

2
  .آزادي است درجه n- 1 با کاي مربعداراي توزیع  2

12nاگر  :9قضیه x,x,.....,x یک نمونه تصادفی به اندازه n از یک جامعه نرمال با میانگین µ 

 باشد در این صورت 2و واریانس  
2

21


 Sn 1  باکاي مربع یک توزیع-n استزادي آ درجه.  

1nپذیریم که هرگاه  ثبات می بدون ا در ابتدا    :اثبات x,.....,x یک نمونه تصادفی n تایی از یک جامعه 

 که به ترتیب میـانگین و واریـانس   X,S2 باشند آنگاه توزیع هاي 2 و واریانس µنرمال با میانگین    

  :حال داریم. نمونه است از یکدیگر مستقل هستند
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 بزرگتر از عدد    کاي  مربعدر یک نمونه تصادفی، احتمال اینکه مقدار عددي یک متغیر تصادفی            : تذکر

 سمت راست آن عدد مشخص و ایـن عـدد   م دکاي مربعمشخصی شود عبارتست از سطح زیر چگالی  

2معمولاً توسط   
   سطح زیر چگالی توزیع مربع کاي واقع در سـمت    بطوري که  شود  نمایش داده می 

  . αراست آن عبارتست از 

  .مثال توزیع مربع کاي با چهار درجه آزادي

0 5 10 15
0
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توزیع مربع کاي با 
 یک درجه آزادي

 n با توزیع مربع کاي
 درجه آزادي
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1n اگر :10قضیه x,.....,xنامشخص اي  یک نمونه تصادفی از جامعه  xf x22: باشد آنگاه ]S[E  

  :اثبات

       

      

       

 

         

      

222

1

2

1

22

1

22

1

222

1 1

22

1 1

22

2

11

22

1
1

1
1

1
1

1
121

1

21
1

21
1

1
1

1
1














 








































 





























































































































 

 













 



n
nn

n

XnVar
n

XnEXE
n

XnXE
n

XnXnXE
n

XXXnXE
n

XXXXE
n

XXE
n

XX
n

SE

n

i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i

Xn

n

i
ii

n

i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i



  

1nاگر  :11قضیه x,.....,x یک نمونه تصادفی از یک جامعه نرمال  2,Nباشد آنگاه   :  

  1
2 42




n

SVar  

  :اثبات

   11 2
2

2




 nSn  

   121
2

2
















 nSnVar  

        1
2121 422

4
2








n

SVarnSVarn  
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 t_student توزیع -3

 حاصل از تقسیم دو متغیر تصادفی است که صورت کسر متغیر تصادفی نرمال استاندارد و tتوزیع 

  :مخرج کسر جذر یک متغیر تصادفی داراي توزیع مربع کاي تقسیم بر درجه آزادي آن است یعنی

 
 








 2

Zt  

 تـابع چگـالی احتمـال    ،ز یک متغیر تصادفی   با استفاده از تکنیک تبدیل متغیر در تابع توزیع تابعی ا          

  .بشرح ذیل خواهد بود t-studentمتغیر تصادفی 

 

22

0

1

2

2
1

1 2
1

2

































 







 












 





;)x(Var

]x[E

x;xf t

  

  .حول نقطه صفر متقارن است   ، مانند توزیع نرمال با میانگین صفر      tشکل تابع چگالی متغیر تصادفی      

 بـا  tدر توزیـع  .  اسـت وزیع نرمالاز ت کمی پهن ترt با توزیع نرمال در آنست که توزیع      tتفاوت توزیع   

  . واریانس کمتر می شود،افزایش درجه آزادي

   درجه آزادي5 با tتوزیع : مثال

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

  
 بزرگتـر از عـدد   tدر یک نمونه تصادفی، احتمـال اینکـه مقـدار عـددي یـک متغیـر تـصادفی                   : نکته

معمـولاً   در سمت راست آن عدد مشخص و این عـدد   tمشخصی باشد عبارتست از سطح زیر چگالی        
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  .α عبارتست از t واقع در سمت راست tطوري که سطح زیر چگالی ب نمایش داده می شود tبا 

 
     
      50152

58121
555
51010

%tTP.TP

%tTP.TP

tTP

,%

,%

,





 

  

 به سمت توزیع نرمـال اسـتاندارد میـل خواهـد     t بزرگتر باشد، توزیع  هر چه   tدر توزیع    :12قضیه

  :یعنی.  همان توزیع نرمال استاندارد استt باشد توزیع وقتیکه و کرد 

  Ztlim 
  

  

  tاهمیت توزیع 

 معلوم باشد بر اساس قضیه حد مرکزي، متغیر تـصادفی       در حالتیکه   
n/

X


   داراي توزیـع نرمـال 

گیري لازم است توزیع متغیر تـصادفی          مجهول است لذا براي تصمیم     استاندارد  است اما در عمل       

n/S
X  را داشته باشیم که این مهم بر اساس توزیع tو قضیه ذیل برآورده می شود .  

12nاگر  :13قضیه x,x,.....,x نمونه تصادفی حاصل از جامعه  2,N  وX و S بترتیب 

اشد در این صورت متغیر تصادفیمیانگین و انحراف معیار نمونه مزبور ب
n/S

X  داراي 

  . درجه آزادي استn-1 با tتوزیع 

 

   
n/S

X
S

n/
X

n/Sn

n/
X

t

n

Zt

)n(

n

)n(































11

1

2
21

2
1

1

  

لذا متغیر تصادفی 
n/

X


 داراي توزیع t با )n-1 (درجه آزادي است.  

اگر از یک جامعه نرمال      : نکته ,N~X    1 یک نمونهn     تایی بگیریم و X  را بر اساس این نمونه 

1n     2 تایی تعریف کنیم و پس یک نمونهn 1 تایی مستقل ازn 2 گرفته وS   را بر اسـاس آن تعریـف 

,t 
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  : آنگاهکنیم داریم

 1n
1

2
t~

n/S
X


  

 

    1
1

22
22

1
1

2
1

1

11

1

1 n/S
X

S
n/

X

n/
Sn

n/
X

t

n

Zt

)n(

n

)n(


































  

ز جامعه    ا 1nاگر یک نمونه    : نکته 11,N~X  گرفته و X   را از روي آن تعریف کنـیم و سـپس 

 از جامعه    2nیک نمونه    22 ,N~Y    مستقل از X 2 گرفته و
yS     را بـر اسـاس آن تعریـف کنـیم 

  :داریم

 1n
1y

1

1

2
2

t~
n/S

X. 



  

توزیـع کوشـی داراي میـانگین نیـست         .  با یک درجه آزادي یـک توزیـع کوشـی اسـت            tتوزیع  : نکته

    .همچنین این توزیع داراي واریانس نیست

    


 x;
x1

1f 2t 1
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  توزیع تفاوت بین دو میانگین نمونه -4

12nفرض کنید    X,X,....,X
x

قل بـا توزیـع    متغیـر تـصادفی مـست   nx یک نمونه تصادفی متـشکل از      

12n باشد و فرض کنید  2 و واریانس    xنرمال هر یک با میانگین       Y,Y,....,Y
x

 یک نمونه تصادفی 

.   باشـد 2 و واریـانس  y متغیر تصادفی مستقل با توزیع نرمال هر یک بـا میـانگین       nyمتشکل از   

  : ها مستقل باشند در این صورتYها، Xهمچنین فرض کنید که تمام 

  : معلوم باشد اگر -الف













 

















 













 


yx
yx

y
y

x
x

nn
,N~YX

n
,N~Y

n
,N~X

22

2

2

  

آنگاه متغیر تصادفی    
Z

nn

YX

yx

yx 





11
  داراي  توزیع نرمال استاندارد است

  :جهول باشد ماگر  -ب

 
 

 
 
2

12

2

2
12

2

1

1















y

x

n
yy

n
xx

~
Sn

~Sn

  

 با استفاده از خاصیت جمع در توزیع مربع کاي، متغیر تصادفی          آنگاه     
2

2

2
2 11








 yyxx SnSn  داراي

2nnتوزیع مربع کاي با      yx    از طرفی توزیع آن از     .  درجه آزادي استYX بنا .  مستقل است

  : داریمtیر تصادفی به تعریف متغ

   

     

   
   

yxyx

yyxx

yx

yx
yyxx

yx

yx

nnnn
SnSn

YX

nn/
SnSn

nn

YX

11
2

11
2

11

11

22

2

22

















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 لذا متغیر تصادفی    
   

yxyx

2
yy

2
xx

yx

n
1

n
1

2nn
S1nS1n

YX






  داراي توزیـعt  2 بـاnn yx   درجـه 

  آزادي است

30n1نمونه هاي تصادفی مستقل به اندازه  : مثال  50 وn 2 هـاي   از دو جامعه نرمال با میانگین 

781    752 و  15021 و واریانس هاي  20022 و احتمال اینکـه میـانگین   .  اختیار شده اند

   بیشتر باشد چقدر است؟8.4نمونه اول از میانگین نمونه دوم حداقل 

   

         530

50
200

30
150

757884

50
200

30
150

757884 2121

1

22
1

21

2121

.ZP.XX
P.XXP

Z~

nn

XX






































  

 50 و انحـراف معیـار آن   540میانگین نمرات تست هوش دانشجویان سال اول یـک دانـشکده      : مثال

32n1دو نمونه تصادفی با حجـم       . است    50 وn 2            انتخـاب مـی کنـیم احتمـال اینکـه تفاضـل 

  :میانگین نمرات این دو نمونه

   باشد چقدر است؟20بیش از -الف

 

   76.1176.1ZP

50
1

32
150

20

50
1

32
150

XXP20XXP 21
21































  

   باشد چقدر است؟ 10 و 5بین -ب

   88.0Z44.0P

50
1

32
150

10Z

50
1

32
150

5P10XX5P 21 























  
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21نتایج بدست آمده از توزیع نمونه   : نکته XX  ،  نیز براي جمعیتهاي محدود وقتیکه نمونه گیـري 

 1Nت هـا یعنـی   به روش بدون جایگذاري انجام می پذیرد صادق باشد، مشروط بر آنکه اندازه جمعی 

بهرحال اگر جمعیت ها کوچـک     . بزرگ باشد  2n و   1n به ترتیب در مقابل اندازه نمونه یعنی         2Nو  

باشند و نمونه گیري به روش بـدون جایگـذاري انجـام پـذیرد در آنـصورت مـا بایـد                      
1x  و 

2x را 

  :بتوسط رابطه زیر محاسبه نمائیم

1N
nN.

n

2
2
x 


  
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  Fتوزیع -5

2اگر متغیرهاي تصادفی مستقل     
1   2 و

2     داراي توزیع هاي مربع کاي بـا درجـات آزادي بـه ترتیـب 

1 2 ومتغیر تصادفی  باشند:  

2
2
2

1
2
1

/
/F



  

 ذیـل  بـه صـورت   Fتابع چگالی متغیر تصادفی بر این اساس  .  درجه آزادي دارد   2 و   1 با   Fتوزیع  

  :است

     
 

0x;
x

x

22

2f
212

1
2

2221
21

21

xF 21

1

21

2,1











 






 







 


 







 





  

 Fشـکل تـابع چگـالی متغیـر تـصادفی            .استصورت و مخرج    درجه آزادي   بترتیب   2 و   1که در   

 در آنست که براي مقایسه واریانـسهاي دو جامعـه بکـار           Fاهمیت توزیع   . کاي است  مانند توزیع مربع  

  : به ترتیب برابر است با2 و 1 با درجات آزادي Fمیانگین و واریانس توزیع . رود می

 

   
   

4
42

422

22

2
2221

1222

2
2

2













;xVar

;xE

  

   درجه آزادي در مخرج3 درجه آزادي در صورت و 5با  Fتوزیع : مثال 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

  
  



  زاده احمد کوچک  اي توزیع نمونه
 

 17

 بزرگتـر از عـدد      Fدر یک نمونه تصادفی، احتمال اینکـه مقـدار عـددي یـک متغیـر تـصادفی                  : نکته

 در سمت راست آن عدد مشخص و این عدد معمـولاً      Fی  مشخصی باشد عبارتست از سطح زیر چگال      

با   ,,F
21

 واقع در سمت راست آن عبارتـست       F نمایش داده می شود بطوري که سطح زیر چگالی           

 یعنی αاز     21 ,;FFP  

11mاگر   :14قضیه X,....,X     یک نمونه تصادفی به حجم m+1ز یک توزیع نرمال  ا 2 ,N x  ،باشـد 

11nهمچنین اگر    Y,....,Y         یک نمونه تصادفی به حجم  n+1 از یک توزیع نرمال  2 ,N y  باشـد و 

  :بسته باشند در این صورتهمنمونه هاي تصادفی نا

   

   

 

 
n,mn

i
i

m

i
i

n

i
ni

m

i
mi

F~

n/YY

m/XX

~YY

~XX



































1

1

1

1

1

1

22
2

1

1

22
2

1

1

  

12nفرض کنید   ) ع نسبت دو واریانس     توزی( :15قضیه   X,X,......,X
x

 یک نمونه تصادفی متـشکل از      

xn           متغیر تصادفی با توزیع نرمال هر یک با میانگین x   2 و واریانس
xهمچنین فرض کنید .  باشد

12n Y,Y,......,Y
x

 متغیـر تـصادفی بـا توزیـع نرمـال هـر یـک بـا          ynونه تصادفی متشکل از      یک نم  

2 و واریانس yمیانگین 
yهمچنین فرض کنید تمام .  باشدX ها و Yها مستقل باشند لذا :  

 
 

 
 
2

12

2

2
12

2

1

1















y

x

n
y

yy

n
x

xx

~
Sn

~Sn

  

  .هستنداز هم این دو متغیر تصادفی مربع کاي مستقل  ها مستقل اند پس Y ها و Xچون 

  : داریمFطبق تعریف متغیر تصادفی : اثبات
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 

 

   

   
11

2

2
2

2
22
12

1
1

11
2

1
21

























yx n,n

y
y

yy

x
x

xx

,

F

n/
Sn

n/
Sn

/

/
F

  

2لذا متغیر تصادفی

2

2
2

x

y

y

x .
S

S



   داراي توزیعF 1 با درجات آزاديn x  1 وn y است .  

  چند نکته مهم

 داراي توزیع x اگر -1
21 ,F  باشد آنگاه متغیر 

X
1Y  نیز داراي توزیع 

12 ,F است .  

مربع توزیع  -2 t داراي توزیع F 1 با درجات آزادي,است .  

 
 

 
  













 /
1/ZtZt 2

2
2

2
  

3- 
12

21
,;1

,, F
1F


  یا 

21

12
,,

,;1 F
1F


  

 یک نمونه تصادفی از پخـش   X2 و   X1 اگر   -4  0x;exf x     باشـد آنگـاه 
2

1

x
xZ  داراي 

  : به صورت زیر است2 و 2 با درجات آزادي F توزیع . است2,2Fپخش 

 
 2z z1

1zf


  

  

  

  

  

  



  زاده احمد کوچک  اي توزیع نمونه
 

 19

  یع میانگین جامعه هاي متناهیتوز -6

 اگر آزمایش متشکل از انتخاب یک مقدار یا بیـشتر از مجموعـه اي متنـاهی از اعـداد              n1 c,........c 

 x1اري باشـد و  ذاگر انتخاب بدون جایگ.  می نامندNاي متناهی با اندازه  باشد این مجموعه را جامعه   

می شوند، این متغیرهاي تصادفی، نمونه اي تصادفی بـه       امین عددي باشد که استخراج      xn nاولین و   

 این جامعه متناهی را تشکیل می دهند مشروط بر آنکه توزیع احتمال توأم آنها بـه ازاي هـر     nاندازه  

n تایی مرتب مقادیر انتخاب شده از مجموعه  n1 c,........cبه صورت زیر باشد :  

     

  n,......,1i,c.,.........cx,
N
1xf

1nN.....1NN
1x,.......,xf

N1ii

n1






  

یعنـی میـانگین و واریـانس       . واریانس آنرا میانگین و واریانس جامعه متنـاهی مـی نـامیم           میانگین و   

جامعه متناهی  N1 c.......,,.........c عبارتست از :  

 

N

c
,

N

c
N

1i

2
i

2

N

1i
i 




  

براي هر زوج مرتب از مقـادیر جامعـه          nx,...,x1ام هر دوتا از متغیرهاي تصادفی       توزیع حاشیه اي تو   

  :و برابر است باتناهی است م

)N(N
)x,x(g ji 1

1


  

  :و کوواریانس آنها عبارتست از

 
1N

x,xCov
2

ji 


  

 و µ بـا میـانگین      N از جامعه اي متنـاهی بـه انـدازه           nمیانگین یک نمونه تصادفی به اندازه        Xاگر  

  : باشد آنگاهσ2واریانس 

    1
2





N

nN.
n

xVar,xE  
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 تـایی ممکنـه بـا روش بـدون جایگـذاري از یـک جمعیـت                 n اگر تمام نمونه هاي تصادفی       :16قضیه

 بیرون کشیده شود در آنصورت توزیـع نمونـه اي      σ و انحراف معیار     µ تایی با حد متوسط      Nمحدود  

Xف معیار زیر خواهد بود به طور تقریبی یک توزیع نرمال با حد متوسط و انحرا.  

 
1N
nN.

n
xVar

2

x








  

  :مثال

 جـایگزین  تایی بـه روش  36نمونه تصادفی .  داده شده است 7و6و6و6 و   5و4و3 و   1و1و1جمعیت  

   باشد چقدر است؟5/4 و کوچکتر از 8/3احتمال  اینکه میانگین نمونه بیشتر از . انتخاب شده است

  :ر استتوزیع احتمال جمعیت مربوط به صورت زی

7  6  5  4  3  1  x  
0.1  0.3  0.1  0.1  0.1  0.3  P(x)  

  

 
 

    54530216140505483
36
54

5
4
2

..z.P.x.P

,N~x

xVar

xE















  

 عدد بزرگی هستند، ضریب      nهایی که در مقابل تعداد نمونه       Nبراي  : نکته
1N
nN


    میـل   1 به سمت 

  .کند می

 عدد صحیح مثبـت  Nاهی که متشکل از  از جامعه اي متن  n اگر نمونه اي تصادفی به اندازه        :17قضیه

  :آنگاهاست انتخاب شود 

 

    
n

nNNxVar

NxE

12
1

2
1







  

   

    
12
1

2
1

nNNnyVar

NnyE




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  هاي ترتیبی آماره -7

انتخـاب  nX,......,X1 تـایی بـشرح   nفرض کنید از یک جامعه نامتناهی پیوسته یک نمونـه تـصادفی            

 و بـه همـین ترتیـب    Y2 ، بزرگتـرین مقـدار بعـد از آن را     Y1 ها را    xکترین مقدار   اگر کوچ . ایم  کرده

NY...YY بنامیم در این صورت Ynبزرگترین آنها را     .نامیم را آماره تریبی می21

.  اسـت f(x)اي نامتناهی که که داراي تابع چگـالی    از جامعهn براي نمونه تصادفی به اندازه    :18قضیه

، به ازاي yr امین آماره ترتیبی ،rچگالی  ryعبارتست از:  
11

1






 
































 

n

y
r

ry

rr

r

r

dx)x(f)y(fdx)x(f
)!rn()!r(

!n)y(g  

 yr از دومـی ، yrتا یکی از ایم  فرض کنید که محور اعداد حقیقی را به سه بازه تقسیم کرده      : اثبات

اي کـه از   در اینصورت اگر چگـالی جامعـه  . تا    yr+hی از   و سوم ) ثابت است  hکه در آن    (yr+hتا  

از نمونه ها در اولین بـاز قـرار بگیـرد ،           تا   r-1 باشد، احتمال اینکه     f(x) آن نمونه برگرفته شده است    

   اي عبارتست از ازه سوم قرار بگیرند طبق فرمول توزیع چند جملهبتا در  n-rیکی در بازه دوم و 
111

11







 












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


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











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












 
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y

rhy

y

ry

rr

r

r

r

r

dx)x(fdx)x(fdx)x(f
)!rn(!)!r(

!n)y(g  

  :با استفاده از قضیه میانگین در حسابان داریم

hyy              h).(fdx)x(f rr

hy

y

r

r





















  

   خواهیم داشت0hو در زمانی که 

0




h

)y(fdx)x(flim r

hy

y

r

r

  

   و سرانجام
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r

dx)x(f)y(fdx)x(f
)!rn()!r(

!n)y(g  

   و میانه آماره ترتیبی عبارتست ازبر این اساس توزیع اولین، آخرین

   اولین آماره ترتیبی توزیع–الف 






















 1

n

y

y-         dx)x(f)y(nf)y(g

1

111
1

  

   آخرین آماره ترتیبی توزیع-ب






















 n

ny

nn y-       dx)x(f)ny(nf)y(g
n

1

  

1 توزیع n=2m+1اي تصادفی به اندازه   در نمونه–ج  myx~هاي ترتیبی عبارتست از  میانه آماره  










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
















 





x~-        dx)x(f)x~(fdx)x(f
!m!m
)!m()x~(h

m

x~

mx~12  

  هاي ترتیبی عبارتست از  میانه آماره~x توزیع n=2mاي تصادفی به اندازه  در نمونه -د 

2
11 )y(g)y(g)x~(h mmmm 

  

y,y(g( چگالی توام -ه jj,r   عبارتست از1
jn

y
j

jy

y
r

ry

jrj,r

j
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r

r

dx)x(f)y(fdx)x(f)y(fdx)x(f
)!jn()!rj()!r(
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



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11  

تـابع  . باشـد  1اي نمایی با      تایی از یک جامعه   nه تصادفی    یک نمون  nX,......,X1فرض کنید   : مثال
  .چگالی اولین و اخرین آماره ترتیبی  را بدست آورید
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